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Re´sume´ :
Dans les moteurs d’avion, les contacts structuraux entre le carter et la roue aubage´e peuvent provenir, entre
autres, d’une coı¨ncidence vibratoire entre des modes, d’une de´formation thermique du carter, d’un balourd au
niveau du rotor. Ces interactions non-line´aires peuvent fortement endommager les composants et il est important
de comprendre leurs origines. Dans ce travail, nous nous concentrons sur le phe´nome`ne d’interaction modale. `A
cet effet, un mode`le planaire de la pointe avant du moteur est de´veloppe´ pour pre´dire les vitesses de rotation pour
lesquelles ce phe´nome`ne d’interaction peut exister. La discre´tisation de chaque structure sur ses deux modes a` nd
diame`tres nodaux, caracte´ristiques des structures a` syme´trie cyclique, autorise la naissance de modes tournants
qui interagissent par l’interme´diaire du contact. Les e´quations sont re´solues par un sche´ma d’inte´gration explicite
combine´ a` la me´thode des multiplicateurs de Lagrange. Les premiers re´sultats sont en accord avec la the´orie.
Abstract :
In aircraft jet engines, contact between the casing and bladed disk may occur through a variety of mechanisms :
coincidence of vibration modes, thermal deformation of the casing, rotor imbalance, etc. These nonlinear inter-
actions may result in severe damage to both structures and it is important to understand the circumstances under
which they occur. In this study, we focus on the phenomenon of interaction caused by modal coincidence. A simple
two-dimensional model of the casing and bladed disk structures is introduced in order to predict the occurrence of
the interaction phenomenon versus the rotation speed of the rotor. Each structure is represented in terms of its two
nd-nodal diameter vibration modes, which are characteristic of axi-symmetric structures and allow for travelling
wave motions that may interact through direct contact. The equations of motion are solved using an explicit time
integration scheme in conjunction with the Lagrange multiplier method where friction is considered. Results show
good agreement between the theory and the numerical tool in the prediction of rotational speed to be avoided.
Mots-clefs :
interaction modale, coincidence vibratoire, sche´ma explicite, me´thode fre´quentielle
1 Introduction
L’augmentation du rendement d’une turbo-machine, qui va de paire avec la diminution du
jeu entre les sommets d’aube et le carter, repre´sente l’objectif majeur d’un motoriste. Mal-
heureusement, cette ope´ration est critique parce qu’elle augmente les possibilite´s de contact
entre les deux structures. Ce contact a plusieurs origines : apparition d’un balourd au niveau
du rotor apre`s une ingestion d’oiseau, de´formation thermique du stator, brusque excitation du
stator sous certaines conditions de fonctionnement, etc... `A la suite d’un tel e´ve´nement, un
phe´nome`ne dynamique particulier peut apparaıˆtre : il s’agit d’une auto-excitation des modes
tournants a` diame`tres des deux structures qui peut donner naissance a` une coı¨ncidence vibra-
toire parfois instable. Ce phe´nome`ne est extreˆmement de´favorable a` l’inte´grite´ des composants
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et peut compromettre ainsi la se´curite´ des passagers. Il est donc vital de le comprendre et de le
pre´dire correctement. `A notre connaissance, seuls une the`se [1] et un papier [2] traitent ce sujet
en tenant compte de structures de´formables.
Le but de ce papier est de comple´ter les connaissances actuelles dans ce domaine. `A cette fin,
un outil nume´rique simple, utilisant une repre´sentation modale del’ensemble a e´te´ de´veloppe´.
Chacune des structures a` syme´trie de re´volution est repre´sente´e par ses deux modes a` nd
diame`tres nodaux qui, combine´s, autorisent l’apparition de modes tournants. La transforma-
tion de l’e´nergie cine´tique du rotor en e´nergie vibratoire du carter et de la roue aubage´e par le
contact direct entraıˆne l’interaction parfois instable de ces modes.
2 De´finition mathe´matique de l’interaction modale
(a) carter
(b) roue aubage´e
FIG. 1 – Modes a` trois diame`tres
de structures a` syme´trie axiale
La syme´trie axiale d’un carter et la syme´trie cyclique
d’une roue aubage´e, qui se traduisent mathe´matiquement
par la structure circulante des matrices masse et raideur,
donnent naissance a` des modes propres doubles a` diame`tres
(cf. figure 1) et de meˆme fre´quence [3]. Les formes de
ces deux modes propres se de´duisent l’une de l’autre par
rotation d’angle ±pi/(2nd) autour de l’axe de re´volution.
Il est alors possible de les combiner pour construire des
modes tournants avance et re´trograde. Mathe´matiquement,
ils peuvent se mettre sous la forme tre`s simple :
αa(t, θ) = α0 cos(ωt− nd(θ − θ0))
αr(t, θ) = α0 cos(ωt+ nd(θ − θ0))
(1)
ou` ω est la pulsation et θ0, un parame`tre inde´termine´ de
position angulaire. Pour le carter, qui est immobile dans
un re´fe´rentiel fixe, la vitesse de propagation de ces deux
ondes est±ω/nd, suivant la direction conside´re´e. Pour une
structure tournante, comme la roue aubage´e d’un moteur
d’avion, la vitesse de rotation, positive dans le sens direct,
doit eˆtre ajoute´e. La vitesse de propagation dans un repe`re
fixe devient alors Ω+ ω/nd pour le mode tournant avance
et Ω− ω/nd pour le re´trograde.
Si les deux structures vibrent a` leur fre´quence natu-
relle, note´e ωc pour le carter et ωa pour la roue aubage´e,
quatre cas de coı¨ncidence vibratoire peuvent eˆtre e´nonce´s
pour Ω :
±ωc = ndΩ± ωa (2)
Sous ces conditions, les modes tournants relatifs au rotor et au stator ont la meˆme vitesse dans
un repe`re fixe, les deux structures s’embrassent parfaitement tout en vibrant a` leur fre´quence
propre. De simples conside´rations physiques sur la direction des forces de contact entre les deux
structures (dans le sens direct sur le carter et indirect sur la roue aubage´e si le rotor tourne dans
le sens direct) permettent d’e´liminer trois cas et la solution en Ω d’une seule de ces e´quations
peut eˆtre conside´re´e comme dangereuse en terme d’instabilite´ :
ωc = ndΩ− ωa (3)
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`A cette vitesse, le contact entretient les vibrations des deux structures qui entrent alors en
re´sonance, re´gime pendant lequel les amplitudes peuvent devenir tre`s importantes.
3 Mode´lisation des structures
3.1 Roue aubage´e
Afin de coupler les degre´s de liberte´ en flexion et en traction sous l’hypothe`se des petites
perturbations, la ge´ome´trie des aubes est rendue le´ge`rement courbe. Cette courbure n’est pas
artificielle et permet d’obtenir de manie`re simple un comportement de la structure proche des
mode`les 3D ou` tous les degre´s de liberte´ sont couple´s par la complexite´ de la ge´ome´trie. La
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FIG. 2 – Caracte´ristiques de l’ensemble roue aubage´e/carter
discre´tisation est effectue´e par des e´le´ments finis poutre droit de type Euler-Bernoulli. Il y a
trois degre´s de liberte´ par nœud, ua (traction), va (flexion) et θa (rotation). La figure 2(a), en plus
d’illustrer les notations pre´ce´dentes, montre un re´seau de barres dont la fonction est d’assurer
le vrai comportement d’un disque de roue aubage´e. En effet, c’est par son interme´diaire que la
syme´trie cyclique de la structure intervient.
3.2 Carter
Afin de faciliter la gestion du contact, la construction d’un e´le´ment fonde´ sur la the´orie des
milieux curvilignes s’impose naturellement. Les hypothe`ses simplificatrices de Bernoulli qui
ne´gligent les cisaillements sur l’axe neutre sont adopte´es et les effets inertiels de rotation d’une
tranche infinite´simale de poutre sont ne´glige´s. Nous avons retenu une discre´tisation cubique en s
pour les deux variables de de´placement afin de s’affranchir de proble`mes de blocage nume´rique
et les variables nodales associe´es sont uc, uc,s, vc et vc,s.
L’atout principal de cette mode´lisation est d’autoriser un embrassement ge´ome´trique des
formes modales comme de´peint sur la figure 2(b).
4 Me´canique du contact
4.1 The´orie
La bonne gestion du contact entre le sommet des aubes et le carter en tenant compte du
frottement repre´sente la cle´ de cette e´tude. Les e´quations du mouvement sont formule´es dans le
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cadre du Principe des Travaux Virtuels [4] en tenant compte des contraintes de contact graˆce a`
la me´thode des multiplicateurs de Lagrange. De manie`re ge´ne´rale, il est ne´cessaire de construire
l’ensemble des pressions admissibles CN et celui des forces de frottement admissibles CT (tN) :
CN =
{
tN : Γc → R \ tN ≥ 0
}
et CT (tN) =
{
tT : Γc → R3 \ tTn = 0, ‖tT‖ ≤ µtN
} (4)
ou` n repre´sente la direction normale a` la surface de contact. Le proble`me a` re´soudre peut eˆtre
formule´ de la manie`re suivante : trouver le champ de de´placement u, cine´matiquement admis-
sible, tel que pour tout champ de ponde´ration cine´matiquement admissible δu :∫
Ω
ρu¨δu dV +
∫
Ω
σ¯ : δε¯ dV =
∫
Γσ
td δu dS +
∫
Γc
tNδg + tT δuT dS +
∫
Ω
fd δu dV (5)
ou` tN et tT sont contraints par les conditions (4). Cette formulation est ensuite discre´tise´e en
temps par le sche´ma explicite des diffe´rences finies centre´es a` pas constant h.
4.2 Algorithme associe´ a` l’interaction modale
Nous utilisons l’algorithme de´veloppe´ dans [5] et adapte´e a` notre e´tude. Dans ce qui suit, M,
D et K repre´sentent respectivement les matrices masse, amortissement et raideur provenant de la
discre´tisation spatiale du champ de de´placement global aux deux structures. Leurs homologues
dans l’espace modal a` nd diame`tres sont e´crites Mm, Dm et Km. Par exemple, la matrice
masse modale Mc
m
du carter est calcule´e comme suit : Mc
m
= Pc
T
M
c
Pc ou` les deux colonnes
de Pc sont les deux modes a` nd diame`tres du carter. Toutes ces matrices sont ne´cessaires, les
premie`res pour bien prendre en compte les conditions de contact et les secondes, afin de faciliter
l’apparition d’une interaction modale. L’algorithme est divise´ en trois e´tapes :
1. pre´diction des de´placements modaux um sans tester les conditions de contact. Ce de´place-
ment pre´dit p s’exprime :
u
n+1,p
m
=
[
Mm
h2
+
Dm
2h
]
−1((
2Mm
h2
−Km
)
u
n
m
(
Dm
2h
−
Mm
h2
)
u
n−1
m
+ Fext,n
m
)
(6)
2. projection des de´placements modaux pre´dits dans l’espace physique :
u
n+1,p = Pun+1,p
m
(7)
et de´termination des distances inter-structures. Chaque pe´ne´tration de´tecte´e est conserve´e
dans dp, vecteur initialise´ a` 0 en de´but de pas de temps.
3. correction des de´placements par le calcul des multiplicateurs de Lagrange de fac¸on a` ce
que toute pe´ne´tration soit interdite :
dn+1 = CNTun+1,c + dp = 0 (8)
L’exposant c signifie que la correction des de´placement est en cours.CN est la matrice de
contact calcule´e par diffe´renciation des distances inter-structures. L’ensemble est re´solu
simultane´ment en construisant une nouvelle matrice de contactCNT qui tient compte des
conditions de frottement. On stipule que seule la phase glissante existe du fait des vitesses
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relatives e´leve´es entre le sommet d’aube et le carter :

λ =
(
CN
T
[
M
h2
+
D
2h
]
−1
CNT
)
−1
dp
un+1 = un+1,p +
[
M
h2
+
D
2h
]
−1
CNTλ
(9)
`A la fin de cette e´tape, les de´placements corrige´s un+1 sont projete´s dans l’espace modal.
Finalement, le temps est incre´mente´ avant de revenir en de´but de proce´dure.
5 Re´sultats pour nd = 3
Le contact est initie´ par une excitation exte´rieure de 100 µs applique´e sur le premier mode du
carter. Il est connu que la taille du pas de temps d’un tel sche´ma est primordiale dans l’e´tude de
proble`mes fortement non-line´aires. De plus, dans le cas pre´sent, la discre´tisation dans l’espace
modal combine´e a` une prise en compte du contact contraint fortement ce pas de temps et ceci
pour une raison simple : elle interdit en effet toute propagation a` vitesse finie d’une de´formation
locale et couple tre`s fortement la gestion du contact a` plusieurs endroits diffe´rents. La de´tection
n’est donc jamais assez pre´cise puisque nous sommes en pre´sence d’une singularite´ et une
diminution tre`s importante de la taille du pas de temps n’est pas suffisante. Dans ce travail, nous
choisissons de fac¸on quasi-empirique h = 10−6 s (une e´tude qui n’est pas pre´sente´e ici approuve
ce choix) de fac¸on a` obtenir des re´sultats significatifs pour des temps de calcul minimes.
L’e´tude de l’interaction modale est re´alise´e en fonction de la vitesse de rotation du moteur.
Le comportement de l’ensemble est a` mettre en relation avec la vitesse de rotation critique
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FIG. 3 – Vibrations des deux modes du carter pour diffe´rentes vitesses de rotation du moteur
the´orique donne´e par l’e´quation (3) :
Ωc = 301,56 rad/s (10)
D’apre`s l’outil nume´rique, trois comportements de nature diffe´rente et de´crits sur le figure 3
sont a` distinguer :
– pour des vitesses de rotation voisines de Ωc, un comportement oscillant apparaıˆt : il s’agit
en fait de modes tournants avance sur le carter et re´trograde sur la roue aubage´e. Les deux
formes modales s’embrassent ge´ome´triquement et e´changent de l’e´nergie ;
5
17 e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Troyes, – septembre 2005
– pour des vitesses infe´rieures a` Ωc le contact est perdu rapidement et aucune interaction
persistante ne se de´veloppe. L’amortissement structural dissipe plus d’e´nergie qu’il n’en
est e´change´e par l’interme´diaire des contacts initiaux ;
– pour des vitesses supe´rieures a` Ωc, les amplitudes de vibration divergent au bout de
quelques dixie`mes de seconde, temps e´quivalent a` quelques centaines de tours pour les vi-
tesses de rotation conside´re´es. L’e´nergie apporte´e par le couple de rotation n’est plus dis-
sipe´e de manie`re suffisante par l’amortissement structurel et l’enchaıˆnement des contacts
successifs est trop rapide pour eˆtre compense´.
La cohe´rence entre l’outil nume´rique et la the´orie semble inte´ressante. Meˆme si le re´gime di-
vergent (Ω > Ωc) est un motif de de´saccord, la vitesse critique de rotation est identique dans les
deux cas.
6 Conclusion
Un mode`le planaire de pointe avant de moteur d’avion a e´te´ conc¸u de fac¸on a` favoriser l’ap-
parition d’une interaction modale par l’interme´diaire de contacts structuraux. Les e´quations sont
re´solues dans le domaine temporel. Il est de´ja` possible d’entrevoir des tendances. La condition
d’interaction, pre´sente´e ici pour nd = 3 mais confirme´e pour nd = 4 et nd = 5, est :
Ω ≥
ωc + ωa
nd
(11)
Les temps de calcul sont prohibitifs et une e´tude parame´trique est difficile. En outre, les re´sultats
demandent a` eˆtre confirme´s et affine´s a` cause de leur tre`s forte sensibilite´ a` la taille du pas de
temps. Une approche alternative, base´e sur une ge´ne´ralisation de la me´thode de l’e´quilibrage
harmonique aux syste`mes non-line´aires oscillants mais ape´riodiques [6] est en cours de de´velop-
pement.
Re´fe´rences
[1] P. Schmiechen. Travelling Wave Speed Coincidence. PhD thesis, College of Science, Tech-
nology and Medicine, London, UK, May 1997.
[2] M. Legrand, B. Peseux, C. Pierre, and E. Seinturier. Ame´lioration de la pre´diction de
l’interaction rotor/stator dans un moteur d’avion. Giens, France, 6e`me Colloque National
en Calcul des Structures, 12-14 mai 2003.
[3] R. Bladh. Efficient Predictions of the Vibratory Response of Mistuned Bladed Disks by
Reduced Order Modeling. PhD thesis, The University of Michigan, Ann Arbor, USA,
2001.
[4] T.A. Laursen. Computational Contact and Impact Mechanics Fundamentals of Modeling
Interfacial Phenomena in Nonlinear Finite Element Analysis. Springer, 2002.
[5] N. J. Carpenter, R. L. Taylor, and M. G. Katona. Lagrange constraints for transient finite
element surface contact. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
32 :130–128, 1991.
[6] R. R. Pujsenjak and M. M. Oblak. Incremental harmonic balance method with multiple
time variables for dynamical systems with cubic non-linearities. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 59 :255–292, 2004.
6
